Internetova matematicka olympiada
8. ro¢nik, 24. 11. 2015

1. Bavi se student Fakulty strojniho inzenyrstvi VUT v Brné (FSI) s kamarddem:

Kamardd: , Co jsi tak veselyj? Néco slavis?“

Student FSI: , Jd primo ne, ale nase Fokulta strojniho inZenyrstvi slavi tento rok vijznamné
vyroci svého zaloZend. “

Kamarad: , Nepovidej. A kolikdté uz?“

Na to se student FSI jen usmal a prozradil dvé indicie, jak to zjistit:
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A) Souctem rady Zln (1 - k:2> ziskejte ¢islo s.
k=2

. , , 57 ) oo .
B) Cislo s dosad'te do rovnice s + In 29 = In(1 — z)? — In(2? — 1) a feSenim z rovnice je hledané
vyroc¢i Fakulty strojntho inzenyrstvi.

Za pomoci indicii A) a B) vypoctéte, kolikaté vyroci FSI v roce 2015 slavi.

2. Je dana kruznice k se stfedem v bodé O a polomérem r, kde » > 0. Na kruznici k£ jsou dany body
A a B tak, ze pro stfedovy thel a = <AOB plati o < 60°. Na polopiimce AO urceme bod C
tak, ze |AC| = 3r. V bodé A sestrojme te¢nu t ke kruznici k. Prusecik teény ¢ a polopiimky C'B
oznacme D, viz Obréazek 1.

a) Urcete obecné hodnotu rozdilu délky kruhového oblouku AB a tsecky AD v zavislosti na
poloméru r a ihlu a.

b) Sestavte tabulku, ve které tento rozdil vycislete s piesnosti na 5 desetinnych mist pro
hodnotu poloméru r = 10 cm a tthel o = 30°. Tabulku pro nazornost dopliitte o vypocet rozdilu
pro r = 10 cm a thel a = 60° s védomim, ze tento tihel neni podle zadani piipustny.
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Obrazek 1: K zadani piikladu 2

3. Reste soustavu rovnic a feseni zduvodnéte

a+ B =115° (1)

cos?(av — B) — cos®(a — B) cos® B + 2sin(a — ) cos(ar — B) sin B cos B+

2 1
+ sin?(a — B) cos? B + ((3052 % — sin? %) =—. (2)



4. Je dén obecny trojuhelnik K LM, viz napiiklad Obrazek 2. Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby
bod M byl sttedem ¢tverce ABC D, dale aby piimka AB prochazela bodem K a ptimka CD
prochéazela bodem L. Zapiste postup konstrukce.

M

K L

Obrazek 2: K zadani piikladu 4

5. V tovarné se na dvou vyrobnich linkdch vyrabi barevné Zelé bonbény v barvé Cervené, zelené
a modré. Prvni linka vyrdabi dvakrat vice bonbént nez druhd. Prvni linka vyrobi zelé bonbény
v barviach v poméru 0,25 : 0,25 : 0,5, druhd linka vyrobi Zzelé bonbény v barviach v poméru
0,1:0,5:0,4. Bonbény z obou linek se na konci tovarny smichaji dohromady a bali se do baleni
po 10 kusech. Jeden takovy balicek si koupim.
a) Jaké je pravdépodobnost, ze prvni bonbén vytazeny z koupeného balicku, bude éerveny?
b) Jaka je pravdépodobnost, ze tento ¢erveny bonbén byl vyroben na druhé lince?

6. Je ddna kruznice k se stfedem K = [0,0] a polomérem jedna jednotka. Uvazujme bod A, ktery
lezi na této kruznici a muze se po ni pohybovat. Dédle uvazujme bod B, ktery se muze pohybovat
po usecce KL, kde L = [2,0]. Body A a B jsou spolu spojeny useckou délky jedna jednotka. Pfi
pohybu bodu A po kruznici se tedy uvddi do pohybu i bod B. Odvodte parametrické rovnice
trajektorie stfedu .S usecky AB. Trajektorii také nakreslete.

7. Méjme 3™ na prvni pohled identickych minci, kde n € N, mezi kterymi jsou 2 mince fale$né.
Falesné mince jsou lehéi nez mince pravé. Jakym nejmensim poc¢tem vazeni jsme schopni pomoci
dvouramennych vah schopni najit obé lehéi falesné mince?

8. Méjme 3D sitf 3x3x3 slozenou z 27 ocislovanych bodu dle Obrazku 3. Témito body vedme cestu
reprezentovanou vektorem éisel (pozic) tak, abychom navstivili kazdy bod pravé jednou. Kolik
takovych cest dostaneme, pokud zacneme ve stiedu sité, tj. na pozici ¢islo 147 Davejte pozor
a nepocitejte rotatné symetricka feseni vicekrat.
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Obrazek 3: 3D sit oéislovanych bodu k zadani pifkladu 8



9. Jsou déna kladnd ¢isla aq,ag, ..., a,, kde n € N. Dvojici indext (k, m) nazveme ,dobrou® pro
kazdé 7 =1,...,n, kdyz
(ar 4 a;)(m — k) > (ar + am)(j — k) (3)

a nazveme ,Spatnou”, kdyz
(ar + a;)(m — k) = (ar + am)(m = j). (4)

Dokazte, ze existuje nejméné jedna dvojce indexu (k,m), kterou nazveme ,,dobrou a ,Spatnou”
soucasne.

10. Posloupnost je dana rekurentnim vzorcem a,, = 2a,,—1 + 5an—2 — 6a,_3, pro n > 4 a hodnotami
prvnich t#{ ¢lentt a1 = 30, a2 = 60 a ag = 90. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti
pro n > 4.
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