Internetova matematicka olympiada - 24. listopadu 2009
2. ro¢nik

1. Na nekoneéné velkém ¢tvereckovaném papife si zvolte miizovy bod A, ktery bude pocatkem. Nadale se od
bodu A muzete pohybovat pouze doprava nebo nahoru po ¢tvereckové mrizi. Kolika zplisoby lze dosdhnout
bodu C[m,n] (m,n > 0)? A kolika zptisoby dojdeme z bodu A[0,0] do bodu B[z,y], kde m < z an < y,
pfes bod C[m,n]?
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Obrazek 1: K zadani prikladu 1

2. Ve starobylé vesnici zije blize neurceny pocet mudrci. Kazdy mudrc ma pravé jednu manzelku. Kazdy
mudrc vi, zda jsou manzelky ostatnich mudrci svym muzim vérné, ¢i nikoliv. O vérnosti své manzelky
vSak nic nevi. Ve vesnici plati pravidlo, ze vzdy, kdyz néjaky mudrc zjisti, ze mu je jeho Zena nevérna,
musi ji do konce toho dne zabit.

Jednoho dne prijde do vesnice cizinec a napise na branu: ,Ne vSechny manzelky mudrct jsou vérné.“
Ponechejme stranou, jak to zjistil, a pfedpokladejme, stejné jako mudrcové, Ze je tato informace pravdiva.

Prvni den se nestalo nic. Druhy den se nestalo nic. A tak dale, t¥eti, ¢tvrty, paty ani Sesty den se nic
nestalo. AZ na konci sedmého dne nékolik mudrct zabilo své zeny. Kolik Zen bylo zabito? Byly zabity
vSechny nevérné manzelky?

3. Tovarna vyrabi dva druhy hracek — vojacky a vlacky. Zisk z prodeje jednoho vojacka je 30 K¢, zisk
z prodeje jednoho vlacku je 20 K¢. K vyrobé jednoho vojacka je potfeba 1 hodina obrabéni a 2 hodiny
dokoncovani, k vyrobé jednoho vlacku je potfeba 1 hodina obrabéni a 1 hodina dokoncovani. Kapacita
obrabéni je 80 hodin tydné, kapacita dokoncovani je 100 hodin tydné. Kolik se ma v tovarné za tyden
vyrobit vojackl a vlacki, jestlize se ma maximalizovat zisk? Jak velky tento zisk bude za tyden?

4. A kolik je tvym tfem syntim vlastné let?“ zeptal se matematik kamardda. Ten chtél matematika potrapit,
a tak odpovédél: , KdyZ znasobim jejich vék, dostanu ¢islo 36.“ Matematik se na chvili zamyslel a fekl: ,, Ale
z toho prece jejich vék ur¢it nemohu, musi§ mi fici néco blizsiho.* Kamarad jeho zadost splnil: ,,Soucet
jejich stari se rovné c¢islu domu, pred nimz stojime.“ Matematik se znovu na chvili zamyslel a otazal
narozeniny v 1été a ti dva mladsi na podzim.“ ,Tak to mné staci,“ odpovédél matematik. Staci to i vam
k odpovedi? Kolik let je kazdému synovi?

5. Kolik ma &islo 20092009 cifer?



6. Zakreslete do soufadného systému kruznici se stfedem v bodé S = [0,0] a polomérem 2 jednotky, je-li
vzdalenost bodid A = [a1,as] a B = [b1, ba] definovana takto:

a) d(A,B) = Zz:l(az —b;)2 = /(a1 — b1)% + (ag — b2)?,

b) d(A, B) = max|a; — bi| = max{|ar —bi, |az = bal},

]

m
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c) d(A,B) = ) |a; — bi| = |ay — b1| + |az — by|.
=1

Poznamka: Kruznice je mnozina bodi M v roviné, které od stredu S maji konstantni vzddlenost rovnou
poloméru r, tj. d(M,S) = r.

7. Zadani: Dokazte nasledujici nerovnost

#712 <a?’+b+c* proVa,b,ceN.
G+s+e)
8. Na oslavu jsou pozvany manzelské pary. Pti slavnostni vecefi usadime hosty tak, aby damy sed€ly na jedné
strané obdélnikového stolu a panové sedéli naproti nim. (Pfedpokladejme, Ze podél jedné strany stolu je
pravé n mist na sezeni.) Zadny z manzelt oviem nesmi sedét naproti vlastni partnerce. Kolik moznosti na
rozsazeni mé hostitel na vecirku, kde je n para?

9. Zkuste si ,kouzlo“ s kalkulackou. Vyberte si libovolny thel nejlépe v radidanech, napfiklad ¢y = 1,2. Na
kalkulacce si spocitejte jeho kosinus, dale urdete kosinus vaseho vysledku a toto provedte jesté nékolikrat
(zkuste napiiklad 30krat). Provedete tedy operaci cos (cos (.. . cos (cos (z)))) .

Vysledky na displeji se budou blizit k jednomu urcitému c¢islu. Pokud si tento pokus vyzkousite jesté
nékolikrat, tak brzy zjistite, Ze nezalezi na velikosti thlu, se kterym jste zacali.

Pomoci grafu funkce kosinus vysvétlete tuto zahadu.

10. Televizni soutéz probiha nasledujicim zptsobem: Soutézici mé pred sebou troje zaviené dvere. Za jednémi
z nich je nové auto, za zbyvajicimi je jen koza. Soutézici si zvoli jedny dvefe a na zavér soutéze dostane
to, co je za nimi. Soutézici samoziejmé nevi, co které dvere skryvaji, a musi tedy volit ndhodné.

Poté, co si soutézici vybere svoje dvefe, moderator poradu otevie jedny ze zbyvajicich dvefi. Vzdy ty, za
kterymi je koza, protoze moderator vi, co které dvefe skryvaji. Moderator da nyni soutézicimu moznost
zménit svoji piivodni volbu a vybrat si jiné dvere.

Predpokladejme, ze soutézici chce auto. Je tedy pro néj z hlediska pravdépodobnosti vihodnéjsi ponechat
si svoji prvni volbu? Nebo je vyhodné€jsi svoji ptivodni volbu po zasahu moderatora zménit? Nebo je
pravdépodobnost, Ze ziska auto v obou pfipadech stejna?
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